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Абстракт

Изведен е явен израз за температурната зависимост на специфичния топлинен капацитет

на чист анизотропен свръхпроводник в БКШ приближение на слаба връзка. Специфичният

топлинен капацитет е представен като функционал от свръхпроводящия процеп върху

повърхността на Ферми. Получената формула интерполира между точния за приближението

на слаба връзка скок при Tc и нискотемпературното поведение при T ¿ Tc. За

изотропни свръхпроводници формулата дава съотношение между топлинния капацитет и

свръхпроводящия процеп. За анизотропни свръхпроводници интерполационната формула

съдържа усредняване на степените на функцията на анизотропия на процепа по повърхността

на Ферми и представлява добро средство за фитиране на моделни Хамилтониани към

експерименталните данни. Работата на тази интерполационна формула е илюстрирана с (i)

формулата на Покровский за скока на топлинния капацитет, (ii) формулите на Горков и Мелик-

Баракударов за коефициентите на Гинзбург-Ландау, (iii) формулата на Москаленко за скока

на топлинния капацитет за двузонен модел, (iv) температурната зависимост на топлинния

капацитет за двузонен модел, приложим за MgB2, (v) двумерен d-wave модел, проложим

за YBa2Cu3O7−δ, и (vi) триплетния p-wave модел с хоризонтални нули на Житомирски и

Райс за Sr2RuO4. Температурната зависимост на дълбочината на проникване е илюстрирана

със сравняването на общата теоретична формула с експерименталните данни за MgB2,

YBa2Cu3O7−δ, и за триплетния свръхпроводник Sr2RuO4.
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I. Ñï åöèô è÷åí òî ïëèí åí êàï àöèòåò

На практика почти всички наскоро изучени свръхпроводници показват значителна

анизотропия на свръхпроводящия процеп ¢ p (T) върху повърхността на Ферми " p =

EF . Въпреки че ефектите на силно сдвояване и неподредеността играят основна роля,

за качествения анализ се оказва изключително удобно да започнем с БКШ (Бардин,

Купер, Шрифер) приближението на слаба връзка за чисти свръхпроводници. В този

случай, много често моделът на факторизиране на потенциалите на сдвояване дава

приемлива точност за предварителния анализ на експерименталните данни.

Целите на настоящата работа са две. Първо ще изведем явна интерполационна

формула за температурната зависимост на специфичния топлинен капацитет C(T):

Формулата е формално точна за факторизируемо ядро на Куперово сдвояване, което се

явява следствие от приблизителното разделяне на променливите в свръхпроводящия

параметър на подреждане (т.е. в свръхпроводящия процеп), изведено за БКШ

приближение на слаба връзка от Покровский.1 Нашата формула възпроизвежда скока

на топлинния капацитет, изведен от Покровский1 за произволно ядро на сдвояване,

както и резултатите на Горков и Мелик-Баракударов2 за коефициентите на Гинзбург-

Ландау (ГЛ) за анизотропен свръхпроводник. Ето защо ние вярваме, че предложената

формула може да бъде полезна за анализ на експериментални данни когато само

анизотропията на процепа и зонната структура са известни. На второ място, в същата

система от понятия и означения, ние представяме неотдавнашните резултати на Коган3

за дълбочината на проникване ¸ (T) и предлагаме нови формули, за случая на нулева

амплитуда на разсейване върху неподреденостите на кристала, които могат да бъдат

използвани за обработка на експерименталните данни.

Ще започнем с ентропията на система от Фермиони, падаща се на единица обем и

разделена на константата на Болцман kB

S(T) = ¡ 2np ln np + (1 ¡ np) ln(1 ¡ np); (1)

където множителят 2 отчита израждането по спин, а горната черта означава

интегриране в D¡ мерното импулсно пространстно

f p =
∫ ∞

−∞

¢¢¢
∫ ∞

−∞

dDp
(2¼¹h)D

f (p): (2)
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Числата на запълване за система от свободни Фермиони

np =
1

exp(2zp) + 1
; zp ´

Ep

2T
; (3)

където T е температурата умножена по kB, се изразяват чрез енергетичния спектър на

свръхпроводника

Ep =
√

»2
p + j¢ pj2; »p = "p ¡ EF : (4)

Тук трябва да подчератем, че за модела на факторизируем потенциал на сдвояване

Vp,q / ÂpÂq свръхпроводящия процеп винаги може да бъде представен като

произведение от функция на температурата, асоциирана с ГЛ параметъра на

подреждане Q(T) и температурно независима функция на импулса Âp: Нетривиалният

резултат1 е, че това разделяне на променливите е асимптотично коректно в границата

на БКШ приближението на слаба връзка за произволно ядро, което е в общия случай

нефакторизируемо. В действителност факторизацията на ядрото е доста неестествено

свойство, но все пак може да бъде направено, ако взаимодействието на сдвояване

е локално, вътре-атомно и произхождащо в един атом на елементарната клетка на

кристала. Такъв е случаят на s-d взаимодействието в позицията на медния йон в CuO2

равнината;4 Въпреки това ние ще използваме тук разделянето на променливите, за да

получим обща интерполационна формула, формално точна за факторизируемо ядро.

Ще предполагаме, че функцията на анизотропия на процепа Âp е известна, било като

резултат от решаване на общото БКШ уравнение при Tc, подсказана от обработката

на експериментални данни или просто постулирана в някакъв моделен Хамилтониан,

което често се прави за високотемпературните и екзотичните свръхпроводници.

С тези забележки ще продължим извеждането на C(T) за процеп с разделяне на

променливите

¢ p(T) = Q(T)Âp (5)

и факторизируемо ядро.5 Нека да приложим (5) към БКШ уравнението на процепа6

¢ p(T) =
∫

dDq
(2¼¹h)D

Vp,q
1 ¡ 2nq

2Eq

¢ q(T); (6)

следвайки конвенцията, че положителен знак на Vp,q отговаря на привличане

на зарядовите носители и отрицателна потенциална енергия на взаимодействие.

Замествайки тук

Vp,q ¼ GÂpÂq (7)
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и въвеждайки ´ ´ jQj2 получаваме трансцедентално уравнение за температурната

зависимост на процепа Q(T)

GA(´ ; T) = 1; (8)

A(´ ; T) ´
(

Â2
p tanh zp

2Ep

)

;

където сме използвали тъждеството 1 ¡ 2np = tanh zp и константата на връзката е

дефинирана като G ´ 1=A(0; Tc). Детайли относно извеждането на приближението

Eq. (7) и численото решаване на Eq. (8) за Tc ¿ ! D са дадени в Приложение А.

За специфичния топлинен капацитет на свръхпроводящата фаза на единица обем

разделена на kB имаме

C(T) = TdTS(´ (T); T) = 2Ep dTnp = Cν + C¢ ; (9)

където dT = d=dT. Тук Cν е ³нормалната´ част на топлинния капацитет

Cν(T) ´ T(@TS)η =
¼2

3
gc(zp); (10)

където

gc(z) ´
6
¼2

z2

cosh2 z
;

∫ ∞

−∞

gc(z)dz = 1; (11)

и (@T : : :)η е диференциране по температурата при постоянен параметър на подреждане.

За нулев параметър на подреждане, ´ = 0 при температура Tc и по-висока, Cν е точно

топлинния капацитет на нормалната фаза CN (T) = Cν(T; ´ = 0).

Въвеждайки

®(´ ; T) ´ ¡ (@TA)η = ¡ (@ηS)T =
Â2
p ga(zp)

2T2
; (12)

където

ga(z) ´
1

2cosh2 z
;

∫ ∞

−∞

ga(z)dz = 1; (13)

другият член на топлонния капацитет

C¢ ´ T@ηS(´ ; T)dT ´ (T) (14)

може да бъде преписан като

C¢ = ®(´ ; T)[¡ dT ´ (T)] µ(Tc ¡ T): (15)
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Eq. (12) е в действителност уравнение от Максуелов тип @η@TF = @T@ηF , където F е

свободната енергия: S = ¡ (@TF )η, A = ¡ (@ηF )T ; сравн. Ref. 7.

Диференцирайки Eq. (8) получаваме dA = 0 и

¡ dT ´ (T) =
(@TA)η
(@ηA)T

∣

∣

∣

∣

η(T )

=
®
b

∣

∣

∣

∣

η(T )

; (16)

където функциите ® и b се явяват обобщение на ГЛ коефициентите за произволни

температури и параметър на подреждане

b(´ ; T) ´ ¡ (@ηA)T =
7³ (3)

16¼2T3
Â4
p gb(zp); (17)

gb(z) ´
¼2

14³ (3)
1
z2

(

tanh z
z

¡
1

cosh2 z

)

; (18)
∫ ∞

−∞

gb(z)dz = 1; (19)

и ³ е дзета функцията на Риман. Тогава

C¢ = T
®2

b
=

4¼2

7³ (3)

[

Â2
p ga(zp)

]2

Â4
p gb(zp))

µ(Tc ¡ T) (20)

и

C¢

Cν

=
12

7³ (3)

[

Â2
p ga(zp)

]2

Â4
p gb(zp) gc(zp)

µ(Tc ¡ T): (21)

Функциите gi(zp), i = a;b;c, въведени в Refs. 7 и 8, имат остър максимум върху

повърхността на Ферми, така че в добро приближение имаме

Ânpgi(zp) ¼ 2TºF hÂnp r i (yp)i ; yp ´
¢ p

2T
; (22)

където

r i(y) ´
∫ ∞

−∞

gi(
√

x2 + y2)dx; x =
»p
2T

; (23)

r i(0) = 1; r i(1 ) = 0; i = a; b; c:

Дефинираме усредняването по повърхността на Ферми като

hf pi =
f p ±(»p)

ºF
; ºF = º (EF ) = ±(»p); (24)

където ºF е електронната плътност на състоянията на единица енергия, обем и спин

на нивото на Ферми. По такъв начин получаваме

Cν(T) =
2
3

¼2TºF hr c(yp)i (25)
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и
C¢

Cν

=
12

7³ (3)

hÂ2
p ra(yp)i 2 µ(Tc ¡ T)

hÂ4
p r b(yp)i hr c(yp)i

: (26)

При Tc, където процепът е малък и r i(0) = 1 тази формула дава резултата на

Покровский1 за относителния скок на специфичния топлинен капацитет

¢ C
CN (Tc)

=
12

7³ (3)

hÂ2
pi

2

hÂ4
pi

: (27)

За ГЛ коефициентите Eq. (12) и Eq. (17) приближението (22) дава

®(´ ; T) =
ºF
T

〈

Â2
p ra (¢ p=2T)

〉

; (28)

b(´ ; T) =
7³ (3)ºF
8¼2T2

〈

Â4
p r b (¢ p=2T)

〉

:

Така, за произволни температури, топлинния капацитет приема простата ГЛ форма

C(T) = Cν(´ ; T) + T
®2(´ ; T)
b(´ ; T)

µ(Tc ¡ T): (29)

Тук, във функциите от дясната страна сме заместили стойността на параметъра на

подреждане при топлинно равновесие ´ (T) = jQ(T)j2, получена от решаването на

Eq. (8). Тази БКШ формула (29) е пример за това колко е била добра физичната

интуиция във феноменологията на свръхпроводимостта. Съгласно моделът на Гортер-

Казимир9 топлинния капацитет е сума от ³нормална´ част и друг член, обусловен

от температурната зависимост на параметъра на подреждане и имащ точно ГЛ

формата. Двуфлуидният модел на Гортер-Казимир има много прости физични основи.

В самосъгласувано приближение, ентропията S(T; ¢( T)) е функция на температурата

и на температурно зависим параметър на подреждане ¢( T). Диференцирането по

температурата C(T) = T(dS=dT) неминуемо поражда два члена в Eq. (9). Съгласно

общата идея на Ландау,10 параметърът на подреждане е удобно понятие за описанието

на фазовите преходи от втори род, независимо от конкретната динамика на частиците.

²-развитието на Уилсън и Фишер не е нищо повече от находчива реализация на същата

идея на Ландау, когато влиянието на флуктуациите играе основна роля.

Отново, при Tc общите формули Eq. (28) дават резулатата на Горков и Мелик-

Баракударов2 за ГЛ коефициентите

®(0; Tc) =
ºF
Tc

hÂ2
pi ; b(0; Tc) =

7³ (3)ºF
8¼2T2

c

hÂ4
pi : (30)
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Този резултат може да бъде директно изведен7 чрез вариране на свободната енергия

F (´ ; T) на свръхпроводника, която в близост до Tc има ГЛ формата

FGL(´ ; T) ¼ ®(0; Tc) (T ¡ Tc) jQj2 +
1
2

b(0; Tc) jQj4: (31)

Най-простият метод за пресмятане на ГЛ коефициентите се състои в диференциране7

на свободната енергия след u-v трансформации F (´ ; T) = H ¡ TS. Тогава

®(0; Tc) = (@ηF )T (´ = 0; T = Tc); (32)

b(0; Tc) = (@2
ηF )T (´ = 0; T = Tc):

Ако в близост до нивото на Ферми има особеност на Ван Хове (или VHS, идващо

от Van Hove Singularity) формулите за ГЛ коефициентите са леко променени8

®(0; Tc) =
hÂ2

pi

Tc

∫ + ∞

−∞

º (EF + 2Tc x) ga(x) dx; (33)

b(0; Tc) =
7³ (3)hÂ4

pi

8¼2T2
c

∫ + ∞

−∞

º (EF + 2Tc x) gb(x) dx;

Cν(Tc) =
2
3

¼2Tc

∫ + ∞

−∞

º (EF + 2Tc x) gc(x) dx:

Някои важни работи по влиянието на VHS върху свойствата на свръхпроводниците,

както и пионерски работи по двузонен модел, са цитирани в Ref. 8. Нека да оценим

горната граница, която може да даде VHS. Да вземем едномерна плътност на

състоянията º (E) / 1=
p

E ¡ EVHS и EF = EVHS = 0: В такъв случай за относителния

скок на топлинния капацитет ¢ C=CN (Tc), Eq. (27), имаме допълнителен множител

[
∫ ∞

0
ga(~x2)d~x

]2

∫ ∞

0
gc(~x2)d~x

∫ ∞

0
gb(~x2)d~x

= 2:51; ~x /
p

E: (34)

Въпреки че този математически пример не е много реалистичен, може да се види, че

VHS качествено симулира корелации на силна връзка във БКШ теорията: нарастване

на ¢ C=CN (Tc) и 2¢ max (0)=Tc. Друга симулация на ефекти на силна връзка може да

бъде демонстрирана с проста моделна плътност на състоянията, съответстваща на

случая на слоести купрати

º (») = 1 + k ln
1

j» ¡ EVHS j
: (35)
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0 1 2 3
E

VHS
 / T

c

1

1.02

1.04

1.06

1.08

1.1

γ 
∆(

0)
 / 

π 
T

c

Фигура 1: Зависимост на отношението Z ´ (2∆(0)/Tc)/(2π/γ) от EVHS/Tc, изчислено за

моделна плътност на състоянията Eq. (35). Може да се види, че на EVHS = Tc съответства 7%

нарастване, а максималното нарастване е ¼ 9%.

За илюстрация ние решаваме уравнението

∫ ωD

−ωD

tanh(
√

»2 + ¢ 2(T)=2T)

2
√

»2 + ¢ 2(T)
º (») d» = G−1 (36)

взимайки ! D = 10, G = 1=2, и k = 10. Графиката на зависимостта на Z ´

(2¢(0) =Tc)=(2¼=°) от EVHS =Tc е дадена на Фиг. 1. Може да се види, че на EVHS = Tc

съответства 7% нарастване. Влиянието на VHS върху топлинния капацитет е много

по-голямо от това върху отношението ¢(0) =Tc:

Нека също така припомним и общата ГЛ формула за скока на топлинния капацитет

при Tc

¢ C = Tc
®2(0; Tc)
b(0; Tc)

: (37)

Може би двузонният модел дава най-простата възможна илюстрация на

изведената формула за топлинния капацитет; за референции към пионерски

работи по двузонен модел виж Ref. 8. Моделът е приложим със забележителна

точност11 за MgB2¡ материал, който е в центъра на вниманието на физиката на

високотемпературната свръхпроводимост през последните години.
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За ³нормалната´ част на топлинния капацитет имаме

Cν(T) =
2
3

¼2TºF [c1r c(y1) + c2r c(y2)] ; (38)

където

y1 =
¢ 1

2T
; y2 =

¢ 2

2T
; c1 + c2 = 1; (39)

а c1ºF и c2ºF са плътностите на състоянията за двете зони на свръхпроводника. Над

Tc или в случай на силно магнитно поле B > Bc2 имаме

CN (T) =
2
3

¼2ºFT: (40)

Както отбелязахме по-рано, в БКШ приближението на слаба връзка, Покровский1 е

доказал общото разделяне на променливите Eq. (5), което за двузонен свръхпроводник

се изразява в слаба температурна зависимост на отношението на процепите ± =

¢ 1=¢ 2 = Â1=Â2. За MgB2 определянето на двата процепа е направено с помощта

на насочена точкова контактна спектроскопия12 (directional point-contact spectroscopy)

в монокристали. Може да се види, че за моделни оценки температурната зависимост

на отношението на процепите може да бъде пренебрегната.

За моментите на процепа имаме
〈

Ânp r i

(

¢ p

2T

)〉

=
c1±nr i(y1) + c2r i(y2)

(c1±2 + c2)n/2
; i = a;b;c: (41)

Окончателно за втория ГЛ член на топлинния капацитет при температури под Tc

получаваме

C¢ (T) =
8¼2

7³ (3)
ºFT

[c1±2ra(y1) + c2ra(y2)]2

c1±4r c(y1) + c2r c(y2)
: (42)

За скока на топлинния капацитет тази формула се редуцира до резултата на

Москаленко13

¢ C
CN (Tc)

=
12

7³ (3)
(c1Â2

1 + c2Â2
2)2

c1Â4
1 + c2Â4

2
; (43)

която е, в същност, специален случай на формулата на Покровский1, Eq. (27)

приложена към двузонния модел. За приложения на двузонния модел към

пресмятането на специфичния топлинен капацитет на MgB2 читателят може да

направи справка в Ref. 14.

Анализът на топлинния капацитет на MgB2 дава може би най-доброто

потвърждение на резултатите на БКШ теорията благодарение на Покровский1 и
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Москаленко.13 Решавайки уравнение на Елиашберг и провеждайки изчисления за

MgB2, базирани на основни принципи, Голубов et al. [Ref. 15, Фиг. 3] извежда 65%

намаляване на скока на топлинния капацитет при Tc. От друга страна, използвайки

параметрите от Ref. 15, формулите (27) и (43) дават hÂ2i 2=hÂ4i = 58% намаляване на

отношението ¢ C=CN (Tc): Разликата от 7% между тези две оценки е в границите

на експерименталната точност и Елиашбергови корекции към БКШ резултата е

трудно да се извлекат. За нещастие, групите решавали уравнение на Елиашберг не

са сравнявали техните резултати с класическите резултати на БКШ теорията за

анизотропни свръхпроводници,1 за да могат да анализират няколкото процента влияние

на корелации на силно сдвояване върху скока на топлинния капацитет на MgB2.

В случая на една зона c1 = 1 и Eq. (42) дава проста връзка между топлинния

капацитет и изотропния БКШ процеп

C(T)
CN (T)

= r c(y) +
12

7³ (3)
r 2
a(y)

r b(y)
; (44)

където y(T) = ¢( T)=2T: За анизотропни свръхпроводници, функциите от процепа

трябва да бъдат независимо усреднени по повърхността на Ферми; такава е

интерпретацията на общите формули Eq. (28) и Eq. (29). Така получаваме естественото

обобщение
C(T)

CN (T)
= hr c(yp)i +

12
7³ (3)

hÂ2
p ra(yp)i 2

hÂ4
p r b(yp)i

; (45)

където yp(T) = ¢ p(T)=2T = Âp Q(T)=2T:

За илюстрация сме приложили тази обща формула към три типични случая, като

резултатите за показани на Фиг. 2: (i) БКШ модел с изотропен процеп Âp = 1,

разглеждан в много учебници;16¸18 (ii) двумерен (2D) d-wave свръхпроводник Âp =

cos2' , tan ' = py=px; и (iii) двузонен свръхпроводник c1 = c2 = 1=2, за който

отношението на двата процепа е така подбрано, че да дава същия относителен скок на

топлинния капацитет както d-wave свръхпроводника (± =
√

3 §
p

8 = 2:41 or 0:41).

Последните два модела често се прилагат за анализ на поведението на CuO2 или

MgB2. Трябва да се отбележи качествената разлика: за d-wave свръхпроводник имаме

квадратична зависимост на топлинния капацитет при T ¿ Tc, докато за двузонен

свръхпроводник имаме експоненциалното поведение C(T) / exp(¡ ¢ 2=2T); виж също

Фиг. 3.
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Фигура 2: Зависимост на отношението на свръхпроводящия към нормалния топлинен капацитет

C(T )/CN (T ) от относителнта температура t = T/Tc, съгласно Eq. (45), изчислена за: (i) БКШ

модел с изотропен процеп (тирета), (ii) двузонен модел c1 = c2 = 1/2, δ = 2.41 (тире-точка)

и (iii) 2D d-wave свръхпроводник χp = cos 2ϕ, tanϕ = px/py (плътна линия). Трябва да се

отбележи, че за t > 0.2 две от кривите биха били експериментално неразличими.

Да разгледаме сега нискотемпературното поведение на топлинния капацитет на

единица площ за 2D d-wave свръхпроводник. В близост до нулите си процепът е

пропорционален на компонентата на импулса по дължината на Ферми контура ¢ p(0) ¼

v¢ pl. Съответната свръхфлуидна скорост v¢ е много по-малка от скоростта на Ферми

vF , която параметризира зависимостта на енергията на нормалните възбуждания

»p ¼ vFpt като функция от напречната на Ферми контура компонента на импулса.

За основното състояние на квазичастичния спектър имаме Ep ¼
√

v2
¢ p2

l + v2
Fp2

t . Удобно

е да въведем безразмерните променливи q1 = v¢ pl=2T и q2 = vFpt=2T . В означенията

на последните за елемента на площта в импулсното пространство имаме

4
dpldpt
(2¼¹h)2

= 4
(2T)2

v¢ vF

2¼qdq
(2¼¹h)2

=
2EdE

¼¹h2v¢ vF
; (46)

където q =
√

q2
1 + q2

2 = zp = Ep=2T , и за аксиално симетрични функции можем да

използваме полярни координати; сравни с Ref. 19. В последното сме отчели наличието
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Фигура 3: Сравнение между теоретичните и експерименталните данни за отношението

на свръхпроводящия към нормалния топлинен капацитет за MgB2; теоретичната крива е

изчислена, следвайки Ref. 14, с c1 = 0.49, δ = 2.9 (плътна крива), а експерименталните

данни за MgB2 са взети от Ref. 11 (окръжности). Към теоретичната крива е приложена

конволюция с Гаусово ядро Eq. (49), избрано така, че кривата да фитира възможно най-добре

експерименталните данни (∆t = 0.027). Експерименталните данни11 са дигитализирани от

Ref. 14, Фиг. 3.

на четири нули. По такъв начин Eq. (10) дава

Cν(T ¿ Tc) =
16

¼¹h2

T2

v¢ vF

∫ ∞

0

q3 dq
cosh2 q

¼ 6:89
T2

¹h2v¢ vF
; (47)

където сме използвали 18³ (3)=¼¼ 6:89; сравни с Ref. 19, Eq. (2.9). Този резултат,

заедно с Eq. (40) дава за отношението на свръхпроводящия към нормалния топлинен

капацитет
Cν

CN

(t ¿ 1) = 1:047
Tc

¹h2ºF v¢ vF
t; (48)

където t = T=Tc е относителната температура. Дълбочината на проникване има сходно

линейно нискотемпературно поведение за d-wave свръхпроводник.

Много често стехиометричните флуктуации и дефектите в кристалната решетка

правят теорията на хомогенния кристал неприложима близо до критичната

температура. Нека Tc(r) е поле на пространствения вектор r със слаби Гаусови
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флуктуации. Най-простият възможен емпиричен модел е да приложим Гаусово ядро

към теоретично изчислената крива. Тогава за топлинния капацитет имаме

C(t) =
∫ + ∞

−∞

Ctheor (t) exp
{

¡
(t ¡ t ′)2

2(¢ t)2

}

dt′

¢ t
p

2¼
: (49)

Философията на прилагане на конволюционна техника към всички теоретични криви с

особености е застъпена в книгата на Мигдал.20 Такава емпирично размита крива с ¢ t =

0:027описва по-добре експерименталните данни за MgB2 в близост до Tc; Tc¢ t ¼ 1:1 K,

Bc2(0) = 2:5 T и Bc2(0)¢ t = 750G. Резултатът е показан на Фиг. 3, където размитата

теоретична крива е сравнена с експерименталните данни.11 За да получим още по-

добър фит на теорията към експерименталните данни, ние разглеждаме c1 и ± като

фитиращи параметри (сравни с Refs. 11, 14, 21 и 22). Използваните стойности c1 = 0:49

и ± = 2:9 слабо се различават от параметрите използвани по-късно за изчисляване на

дълбочината на проникване, но все още са в съгласие с различните спектроскопични

оценки. За да достигнем аналогично качество на кривата C(T) за купрати трябва да

отчетем едновременно по-сложната анизотропия на процепа, както и влиянието на

VHS в общите изрази Eq. (12) и Eq. (17).

Аналогично на Eq. (49) размиване на флуктуациите на намагнитеността преди Tc

дава

M (B; T ¡ Tc) (50)

=
∫

M theor (B ; T ¡ T ′
c) exp

{

¡
(T ′

c ¡ Tc)2

2(Tc¢ t)2

}

dT′
cp

2¼Tc¢ t
:

Въпреки това, за големи флуктуации на Tc трябва да отчетем появяването

на свръхпроводящи домени. Такова точно изследване на флуктуациите на

намагнитеността на Nb и Sn в миналото доведоха до откриването на така наречената

свръхпроводимост на плоскостта на сдвояване (twinning plane superconductivity). За

аналитични ГЛ резултати за свръхпроводимостта на плоскостта на сдвояване виж

Ref. 23.

Тук искаме да подчертаем, че голяма част от експерименталните данни за B c2(T) са

силно повлияни от неподредеността. Налага се да се отреже област със ширина Tc¢ t

или Bc2(0)¢ t в близост до Bc2(Tc) ако искаме да определим Bc2(T) от екстраполацията

на характеристики от свръхпроводящата фаза или от флуктуационното поведение
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на нормалната фаза. Различни недействителни изкривявания на B c2(T) са били

докладвани просто като резултат от дефектите в кристалите.

II. Åëåêòðî äèí àìè÷í î ï î âåäåíè å

Анализ на тензора на Лондоновата дълбочина на проникване, подобен на този

проведен от Коган в Ref. 3, дава

(¸ −2(T))αβ =
e2

"0c2
2ºFhrd(yp)vαvβ i ; ®; ¯ = x; y; z; (51)

където

vp =
@"p
@p

; m−1
p =

@vp

@p
=

@2"p
@p2

(52)

са зонните скорост и ефективна маса и

rd(y) ´ (y=¼)2
∞
∑

n=0

[

(y=¼)2 +
(

n +
1
2

)2
]−3/2

; (53)

rd(y) ¼ 7³ (3)(y=¼)2 ¿ 1; rd(1 ) = 1:

За сравнение, тензорът на проводимостта на нормалната фаза в ¿-приближение е

¾αβ = 2ºFe2h¿p vαvβ i : (54)

За дълбочините на проникване по дължината на главните оси на кристала при

двузонен модел имаме

¸ −2
α (T) = ¸ −2

α,1(0) r d(y1) + ¸ −2
α,2(0) r d(y2); (55)

където за едноосни кристали като MgB2 имаме само 4 константи: ¸ x,1(0) = ¸ y,1(0),

¸ x,2(0) = ¸ y,2(0), ¸ z,1(0) и ¸ z,2(0). Те могат да бъдат получени от електрон-зонни

пресмятания,24

(¸ −2(T))αβ =
e2

"0c2
2ºF

∑

b=1 ,2

cbrd(
¢ b(T )

2T
)hvαvβ i b (56)

=
∑

b=1 ,2

(¸ −2
b (0))αβ rd(

¢ b(T )

2T
);

където индексът на зоната b отбелязва листото от повърхността на Ферми, по което се

прави усредняването на електронните скорости. За дискусии и детайли виж ревюто на
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Коган и Будко.3 Съществува естествена ³Елиашбергизация´ на този резултат (сравн.

Refs. 15, 22, 25¸27):

rd(
¢ p

2T
) =

∞
∑

n=0

2¼T¢ 2
p

(

¢ 2
p + ! 2

n

)3/2
(57)

¡ !
∞
∑

n=0

2¼T ~¢ 2
p

[

~¢ 2
p(! n) + ~! 2

n,p

]3/2
;

където ! n = (2n + 1) ¼T са честотите на Мацубара, ~! n,p = Zp(! n) ! n, ~¢ p(! n) =

Zp(! n) ¢ p(! n) и Zp(! n) е нормиращ множител. Аналогични изрази могат да бъдат

написани за топлинния капацитет.

За евристично разглеждане на резултатите на Коган3 при T = 0 виж Ref. 24. При

T = 0 повърхността на Ферми е изместена като твърд обект в импулсното пространство

под влиянието на електромагнитното поле. Това изместване на всички проводящи

електрони обяснява защо влиянието на VHS върху дълбочината на проникване е

по-малко съществено от влиянието му върху топлинния капацитет. Нарастването на

кинетичната енергия на всички проводящи електрони е всъщност увеличаване на

плътността на свободната енергия на Гибс ¢ G = 1
2ε0c2

¸ 2j 2. При крайни температури

броят на свръхфлуидните електрони е r d(¢ p=2T) пъти по-малък.

Дълбочините на проникване при T = 0 могат също да бъдат изразени чрез

оптичните маси и константата на Хол на нормалния метал в силно магнитно поле

(¸ −2(0))αβ =
e

"0c2

1
R∞

(m−1)αβ; (58)

1
R∞

= 2e
∫

εp<EF

d3p
(2¼¹h)3

;

m−1 =

∫

εp<EF

d3p
(2¼¹h)3

m−1
p

∫

εp<EF

d3p
(2¼¹h)3

=

∮

εp= EF

dSp
(2¼¹h)3vp

vp ­ vp

∫

εp<EF

d3p
(2¼¹h)3

;

последното уравнение се явява следствие от теоремата на Гаус
∫

εp<EF
d3p ∂

∂p
=

∮

εp= EF
dSp, където dSp е елементът на повърхността на Ферми, ориентиран по

външната нормала. За подробна дискусия върху галванометричните свойства на

нормалните метали и отчитането на дупки с обемна плътност nh за R−1
∞ = e(ne ¡ nh)

виж учебника на Лифшиц и Питаевский28 или монографията на Лифшиц, Азбел и
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Каганов.29 Ефектът на Бернули може да бъде лесно наблюдаван в почти компенсирани

свръхпроводници за които ne ¼ nh и константата на Хол е по-голяма.

В свръхпроводящата фаза константата на Хол R∞ може да бъде определена от

Бернули потенциала

¢ ' = ¡R ∞

1
2"0c2

¸ 2(T)j 2; (59)

обобщение за анизотропния случай може да бъде получено с очевидното заместване

¸ 2j 2 ! j α¸ 2
αβ j β. Тук ние предполагаме че j ¿ j c(T), където j c е критичния ток.

Ако магнитното поле B е успоредно на повърхността на обемен свръхпроводник, тази

формула дава

¢ ' = ¡R ∞

B 2

2¹ 0
: (60)

Всички зарядови носители взаимодействат с електричния потенциал ' , но само

свръхфлуидната част / r d(¢ p=2T) създава кинетична енергия. Постоянството на

електрохимичния потенциал в свръхпроводника създава промяната на електричния

потенциал, т. е. ефектът на Бернули. За температурно зависимата енергия на

кондензация ¢ G = ¡ B 2
c (T)=2¹ 0 съответната промяна на електричния потенциал се

дава с

¢ ' = R∞

B 2
c (T)
2¹ 0

: (61)

За пълното определане на константата на Хол R∞, дълбочината на проникване ¸ (T)

и оптичната маса на проводящите електрони в чист свръхпроводник [сравн. Ref. 24,

Eq. (20)],

m =
e¸ 2(0)

"0c2R∞

; (62)

трябва да се изследва ефектът на Бернули за тънък, d¯lm ¿ ¸ (T), и дебел, d¯lm À ¸ (T),

свръхпроводящи филми от един и същ материал. M cp ´ 2m може да бъде наречена

ефективна маса на Куперовите двойки; неподредеността може значително да увеличи

стойността на този параметър.

За температурната зависимост на електрохимичния потенциал на нормалната фаза

имаме [Ref. 29, Eq. (12.16)]

e¢ ' =
¼2

6
º ′(EF )
º (EF )

T2: (63)

В близост до VHS, влиянието на производната на енергията по плътността на

състоянията може да бъде значително и измеримо.
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Фигура 4: Зависимост на плътността на нормалния флуид в свръхпроводящата равнина

1 ¡ λ2(0)/λ2(T ) от относителната температура t = T/Tc изчислена за три случая: (i) БКШ

свръхпроводник с изотропен процеп (тирета), (ii) двузонен MgB2 модел с параметри c1 = 0.59,

δ = 7.1/2.8 (тире-точка) и (iii) 2D d-wave модел (плътна линия). Експерименталните точки

за YBa2Cu3O7−δ (квадрати) са дигитализирани от Ref. 19, а съответната теоретична 2D

d-wave крива е изчислена съгласно Eq. (68) с коефициент на ренормировка Z = 1.4.

Експерименталните точки за MgB2 (окръжности) са дигитализирана част от Ref. 30, Фиг. 9;

за детайли виж оригиналната работа.

Ентропията и топлинния капацитет, свързани с обемната плътност на свободната

свръхпроводяща енергия на кондензация B 2
c (T)=2¹ 0; могат да бъдат определени

чрез измервания с електричен кондензатор, прилагайки повърхностни температурни

осцилации. За дискусии относно възможни експериментални установки виж Ref. 24

както и работите цитирани там.

Въпрос на технически пресмятания е да се провери тъждеството

(y=¼)2
∞
∑

n=0

[

(y=¼)2 +
(

n +
1
2

)2
]−3/2

(64)

+
∫ + ∞

−∞

dx

2cosh2
√

x2 + y2
= 1;
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което можем да препишем във вида

ra(y) + r d(y) = 1: (65)

По такъв начин електродинамичното поведение на свръхпроводника може да

бъде изразено в термините на функции, дефинирани за описанието на неговото

термодинамично поведение. Използвайки Eqs. (65) и (51) получаваме

½N(T) = 1 ¡
(¸ −2(T))αβ
(¸ −2(0))αβ

=

〈

ra(
¢ p

2T
)vαvβ

〉

hvαvβ i
: (66)

В термините на Лондоновата електродинамика ½N(T) = 1 ¡ ¸ 2(0)=¸ 2(T) е плътността

на нормалния флуид, а ½S(T) = ¸ 2(0)=¸ 2(T) е плътността на свръхпроводящия флуид,

имащ пълна плътност на заряда ½S(T)=R∞. За двузонен свръхпроводник, Eqs. (56) и

(66) дават за дълбочините на проникване по дължина на главните оси на кристала

½S(T) =
¸ 2
α(0)

¸ 2
α(T)

=
∑

b=1 ,2

wα,brd(
¢ b(T)

2T
); wα,b = cb

hv2
αi b

hv2
αi

;

wα,1 + wα,2 = 1; hv2
αi = c1hv2

αi 1 + c2hv2
αi 2: (67)

Стойностите на използваните параметри са дадени в ревюто на Коган и Будко.3

Ние взимаме ± = 7:1=2:8 съгласно спектроскопските данни;14,31 виж също данните

от точкова контактна спектроскопия в Ref. 32. На Фиг. 4 ние сравняваме нашите

теоретични пресмятания с експерименталните данни за ¸ (T) на Карингтън и

Манцано.30 Тук използваме c1 = 0:59 което дава wa,1 ¼ wa,2 ¼ 0:5.

Функциите r i(y) за i = a; b; c; d могат да бъдат лесно програмирани за целите на

обработката на експериментални данни. Графиките на r i(y) и на съответните gi(z)

функции са показани на Фиг. 5 и Фиг. 6. Температурната зависимост на дълбочината

на проникване ¸ (T) е също програмирана за случаите на изотропен процеп, двузонен

и 2D d-wave свръхпроводник (Фиг. 4). В случая на 2D d-wave теоретичния резултат

е сравнен с експерименталните данни19 за YBa2Cu3O7−δ, които също са показани

на фигурата. Линейната зависимост на 1 ¡ ¸ 2(0)=¸ 2(T) при ниски температури за

YBa2Cu3O7−δ е дискутирана в Ref. 19, Eq. (2.10). За 2D d-wave свръхпроводник общата

формула Eq. (51) дава

½S(T) =
¸ 2(0)
¸ 2(T)

=
∫ 2π

0
rd(Z

¢ max(T )

2T
cos2' )

d'
2¼

; (68)
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Фигура 5: Графики на функциите ri(y) (i = a, b, c, d).
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Фигура 6: Графики на функциите gi(z) (i = a, b, c).

където температурната зависимост на параметъра на подреждане е описана в

Приложение А. Ние използваме опростен модел на купратната свръхпроводимост, за

който са пренебрегнати (i) анизотропията на скоростта на Ферми vF (p) по дължината

на Ферми контура; (ii) висши хармонични на процепа ¢ p по дължината на Ферми

контура и (iii) влиянието на VHS върху плътността на състоянията малко под нивото

на Ферми. За сравнение между ARPES (Angle Resolved PhotoEmission Spectroscopy)
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данни и решетъчния модел за спектъра на високотемпературните свръхпроводници

виж Ref. 4, Фиг. 3.

Нека да допуснем сега, че параметърът на подреждане за YBa2Cu3O7−δ е Z пъти

по-голям от БКШ предсказанието. Това може да се дължи на влиянието на VHS

или, което е по-съществено, на ефекти на силно свързване. Взимайки Z = 1:4

може да се види, че такава ренормировка добре описва температурната зависимост

на дълбочината на проникване в целия температурен интервал. Накрая, ние имаме

една добре работеща формула от БКШ тип. В действителност, значително по-висока

стойност на ¢ max (0)=Tc от БКШ предсказанието е в съответствие с ARPES данните.

III. Ñëó÷àÿò í à Sr2RuO4

Нашия подход е също проложим към триплетния свръхпроводник Sr2RuO4; За

обзор виж Ref. 33. Ние приехме обещаващия модел на анизотропия на процепа на

Житомирски и Райс,34 за който Ep =
p

»2
p + j¢ pj2, с

j¢ pj2 /
[

sin2 pxa
2¹h

cos2
pya
2¹h

+ cos2
pxa
2¹h

sin2 pya
2¹h

]

cos2
pzc
2¹h

; (69)

където pxa=¹h, pya=¹h, pzc=¹h 2 (0; 2¼). За повърхност на Ферми взимаме цилиндър

"p ¼ "(
p

p2
x + p2

y) с радиус pFa=¹h ¼ 0:93¼. Нашите изчисления са показани на

Фиг. 7. В това моделно пресмятане ние сме отчели само една зона, отговорна за

свръхпроводимостта. Въпреки че не е ясно колко ³добро´ е това допускане, нашата

крива възпроизвежда теоретичната крива на Житомирски и Райс34 и минава близо

до експерименталните точки на Нишизаки et al.35 Този обещаващ успех ни насърчи

да представиме и нашето теоретично предсказание за дълбочината на проникване,

пресметната от Eq. (66). Съгласно заключенията на Житомирски и Райс,34 техният

модел с хоризонтални нули (виж също Ref. 36) описва по-добре експерименталните

данни, отколкото модел с вертикални. За илюстрация, на Фиг. 7 представяме също и

нашите изчисления за прост 2D модел с вертикални нули и анизотропия на процепа

Âp / sin
(pxa

2¹h

)

: (70)

Подобен модел е изучен от Нишизаки et al.;35 виж също Фиг. 26 от обзора на Макензи

и Маено.33
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Фигура 7: Sr2RuO4. (a) Относителен параметър на подреждане за (i) модела на Житомирски

и Райс Eq. (69) (плътна линия), (ii) 2D модел с вертикални възлови линии Eq. (70) (точка-

черта), и за (iii) модела на Дегучи et al. Eq. (71) (точки). (b) Относителен топлинен капацитет

C(T )/CN (T ) за горните 3 модела (i) (плътна линия), (ii) (точка-черта), и (iii) (точки).

Експерименталните точки (окръжности) от Ref. 35 са дигитализирани от Ref. 34, Фиг. 1.

(c) Плътност на нормалния флуид 1 ¡ λ2(0)/λ2(T ), съответстваща на моделите (69)¸(71).

Експерименталните точки (окръжности) от Ref. 38 са дигитализирани от Ref. 39, Фиг. 2.

Трябва да отбележим, че моделът с вертикални нули предсказва спонтанно нарушаване на

симетрията на дълбочината на проникване в ab-равнината.
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От естетическа гледна точка нашите предпочитания са в полза на неотдавнашния

модел за анизотропията на процепа на Дегучи et al.37

j¢ pj2 / sin2(pxa=¹h) + sin2(pya=¹h): (71)

Такъв тип анизотропия може да бъде изведен в рамките на квази-двумерни обменни

модели за перовскитната свръхпроводимост от типа на разглежданата за CuO2

равнината в Ref. 4. Теоретичното предсказание, съответстващо на Eq. (71), е също

показано на Фиг. 7, заедно с експерименталните данни на Дегучи et al.37

IV . Äè ñêóñèÿ è çàêëþ ÷åíèÿ

Нега сега да обсъдим специфичния топлинен капацитет. Ние показахме, че за

факторизируемо ядро5 топлинния капацитет може да бъде представена като сума от

³нормална´ компонента Cν(T) и член, зависим от параметъра на подреждане C¢ (T),

който има същата форма както и в ГЛ теорията. Трябва да се наблегне върху

следния детаил: в s-d модела за високотемпературна свръхпроводимост4 променливите

в процепа естествено се разделят, защото контактното взаимодействие е локализирано

в единичен атом на елементарната клетка на решетката. Трябва просто да се замести

спектъра на свръхпроводника при T < Tc в известните изрази за ГЛ коефициентите от

класическата работа на Горков и Мелик-Баракударов.2 Крайният израз за топлинния

капацитет е обобщение на резултата на Покровский.1 Изведените формули лесно

могат да бъдат програмирани за фитиране на експериментални данни за анизотропни

свръхпроводници. В Ref. 7 е направено общо разглеждане на скока на топлинния

капацитет в точката на фазовия преход ¢ CjTc
= C¢ (T−

c ). Изведената формула не е

точна, но интерполира между правилното нискотемпературно поведение и резултата

на Покровский1 за скока на топлинния капацитет при Tc: Ето защо ние вярваме, че

нашата интерполационна формула Eq. (29) може да бъде полезна за предварителен

анализ на експерименталните данни за топлинния капацитет на свръхпроводниците;

за обработка на експериментални данни точността би трябвало да бъде сравнима с

тази на формулата на Дебай за фононния топлинен капацитет.

Ние илюстрирахме нашите формули за C(T) и ¸ (T) за БКШ модел с изотропен

процеп и за три от най-добре изследваните свръхпроводници с анизотропен процеп
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YBa2Cu3O7−δ, Sr2RuO4 и MgB2. Природата на свръхпроводимостта за тези материали

е съвършено различна: високо и нискотемпературна, дължаща се на фононно и

обменно взаимодействие, синглетни и триплетни Куперови двойки. Във всички

тези случаи изведените формули работят с приемлива точност; в някои случаи

дори имаме количествено съгласие ¸ така ние показахме какво може да ни даде

БКШ анализа за високотемпературни купрати. В заключение искам да кажа, че

статистическите свойства на свръхпроводниците [термодинамика C(T) и кинетика

¸ (T)] се определят главно от анизотропията на процепа, независимо от конкретния

механизъм на свързване, и че разделянето на променливите в БКШ приближението на

слабо свързване1 ¢ p(T) = Q(T)Âp е адекватен подход. Считаме, че би било полезно

изведените формули за C(T) и ¸ (T) да бъдат прилагани за всеки нов свръхпроводник.

Често след синтеза на нов свръхпроводник монокристали не са на разположение и само

данните за топлинния капацитет C(T) могат да помогнат на теорията да съди за модела

на анизотропия на процепа, дори преди да са направени детаилни спектроскопични

изследвания.

V. Ï î ëó÷åíè ðåçóëòàòè

Накрая, без да ги степенуваме по важност, нека изброим най-важните получени

резултати.

1. В рамките на микроскопичната теория на БКШ е изведена обща аналитична

формула за топлинния капацитет на свръхпроводници, с произволна анизотропия на

параметъра на подреждане. Получената формула е точен резултат за сепарабилни ядра

на Куперово сдвояване. Анализа обаче показва, че това е добро приближение когато

максималната собствена стойност на ядрото е добре обособена, т.е. когато един от

действащите в свръхпроводника механизми на свързване, доминира над останалите.

Такъв е случаят с високотемпературните купрати, MgB2 и всички нискотемпературни

свръхпроводници. Резултатът е илюстриран с анализа на експерименталните данни за

най-известните свръхпроводници.

2. Изведената формула за топлинния капацитет има вид, сходен с резултатите

на теорията на Гинзбург-Ландау в близост до температурата на фазовия преход.

В този смисъл, полученият в рамките на БКШ теорията резултат обобщава и
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разширява проложимостта на теорията на Гинзбург-Ландау за произволни температури

(при нулево магнитно поле). Резултата се свежда до отчитане на зависимостта на

коефициентите на Гинзбург-Ландау от параметъра на подреждане ¸ т.е. процепа в

БКШ теорията, но не се предполага разлагане по степените на последния.

3. Получена е нова аналогична формула за температурната зависимост и на

дълбочината на проникване. Намерено е математично тъждество, Eqs. (64) и (65),

между сумирането по Мацубарови честоти и интегриране по енергия, което дава

възможност да се изрази дълбочината на проникване чрез една от функциите, въведени

за пресмятането на топлинния капацитет. В този смисъл, радиочестотната кинетика се

свежда до равновесна термодинамика.

4. Разработен е бърз числен метод за решаване уравнението за свръхпроводящия

процеп. При необходимост, точността на програмата може да се увеличи значително,

като за сумиране на безкрайните редове се използва "¡ алгоритъма, реализиран наново

на езика C++. Подобни алгоритми са вградени в системи от типа на Mathematica, но

в тях, изходният код е недостъпен за научни изследвания, изискващи разбиране и

модификация.

5. Показано е, че ефекта на Бернули и оптичната ефективна маса се изразяват чрез

константата на Хол в силни магнитни полета. Дискутирана е топлинната зависимост

на отделителната работа на свръхпроводника.
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Следвайки Ref. 1, нека да разгледаме по-подробно извеждането на Eq. (8) и неговото

решение. Функцията на анизотропия на процепа приема стойности отлични от нула

само в тясна област около повърхността на Ферми

Âp = Âp µ(! D ¡ j»pj); Tc ¿ ! D ¿ EF : (А1)

По-нататък, елементът на обема в импулсното пространство може да бъде представен

като произведение на Ферми повърхнинния елемент dS и нормалният към повърността

елемент dpt

dDp = dpt dS =
d"
vF

dS; vF (p) =

∣

∣

∣

∣

@"p
@p

∣

∣

∣

∣

: (А2)

Връщайки се към Eq. (8) имаме

G
(2¼¹h)D

∮ ∫

Â2
p

2Ep

tanh(zp) µ(! D ¡ j»pj)
d" dS

vF
= 1; (А3)

където
∮

означава интегриране по повърхността на Ферми. С отчитането на

изрязването по енергия ! D; последното се записва като

G
(2¼¹h)D

∮

dS
vF

Â2
p

∫ ωD

0

tanh(
p

»2 + ¢ 2
p=2T)

√

»2 + ¢ 2
p

d» = 1: (А4)

Съгласно Eq. (24) за плътността на състоянията имаме

ºF = ±(»p) =
1

(2¼¹h)D

∫

±(" ¡ EF )d"
dS
vF

(А5)

=
1

(2¼¹h)D

∮

dS
vF

:

По такъв начин, усредняването по повърхността на Ферми може да бъде записано като

повърхнинен интеграл

hf (p)i =
1

ºF

∮

dS
(2¼¹h)D vF

f (p): (А6)

В тези означения Eq. (А4) се записва като

〈

Â2
p

ωD
∫

0

tanh(
p

»2 + ¢ 2
p=2T)

√

»2 + ¢ 2
p

d»

〉

=
1

GºF
=

1
¸ BCS

; (А7)

където ¸ BCS ´ GºF е безразмерната БКШ константа на връзката.
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При T = Tc, където ¢ p = 0 и Ep = j»pj, полагайки x = »=2T получаваме

hÂ2
pi
∫ M

0

tanh x
x

dx =
1

¸ BCS
; M =

! D
2Tc

À 1: (А8)

Използвайки тъждеството
∫ M

0

tanh x
x

dx = ln
(

4°
¼

M
)

(А9)

получаваме

Tc = 2! D
°
¼

exp
(

¡
1

hÂ2
pi ¸ BCS

)

: (А10)

Аналогично, при T = 0 имаме
〈

Â2
p

∫ ωD

0

d»
√

»2 + ¢ 2
p(0)

〉

=
1

¸ BCS
: (А11)

При ! D À ¢ p(0) е изпълнено

ωD
∫

0

d»
√

»2 + ¢ 2
p

= ln

(

! D
j¢ pj

+

√

1 +
! 2
D

j¢ pj2

)

¼ ln
2! D
j¢ pj

: (А12)

Както ще видиме по-нататък, удобно е да променим нормировката на параметъра на

подреждане и на функцията на анизотропия на процепа

~Âp =
Âp
Âav

; ~Q = Q Âav ; Âav ´ exp
{

hÂ2
p ln jÂpji

hÂ2
pi

}

: (А13)

Ренормиращият множител Âav е избран така, че ренормираната функция на

анизотропия на процепа да удовлетворява съотношението

h~Â2
p ln ~Â2

pi = 0: (А14)

За двузонния модел това дава

Âav = Âc1χ
2
1

1 Âc2χ
2
2

2 ; (А15)

като лесно може да се провери, че

c1 ~Â2
1 ln j ~Â1j + c2 ~Â2

2 ln j ~Â2j = 0: (А16)

Аналогично, използвайки
∫ π/2

0
cos2 ' ln j cos' j d' =

¼
8

ln(e=4) (А17)
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за 2D d-wave модел получаваме

~Âp(' ) =
2

p
e

cos2'; (А18)

∫ 2π

0
~Â2
p(' ) ln j ~Âp(' )j d' = 0:

Използвайки приближението (А12) с ренормирани параметър на подреждане и

функция на анизотропия на процепа, от Eq. (А11) получаваме

~Q(0) = 2! D exp
(

¡
1

hÂ2
pi ¸ BCS

)

: (А19)

Това уравнение заедно с (А10) дава добре известното БКШ съотношение, написано за

ренормирания параметър на подреждане на анизотропен свръхпроводник1

2 ~Q(0)
Tc

=
2¼
°

¼ 3:53: (А20)

Ще предполагаме, че плътността на състоянията º (E) е почти константна в интервала

EF § 2Tc.

Ренормирането не променя процепа ¢ p(T) = Q Âp = ~Q ~Âp, но в някакъв смисъл ~Q(T)

е ³истинският´ БКШ процеп за анизотропен свръхпроводник. При T = 0 БКЩ модела

дава за d-wave свръхпроводник ¢ p(0) = ¢ max cos2' , където

2¢ max

Tc
=

2¼
°

2
p

e
¼ 4:28: (А21)

Все пак, за купрати трябва да се отчете влиянието на особеноста на Ван Хове

(VHS) както и корелациите на силно свързване. От температурната зависимост на

дълбочината на проникване за YBa2Cu3O7−δ ние определихме 40% по-голям процеп

¢ max = Z¢ (BCS)
max и 2¢ max=Tc ¼ 6:0. По такъв начин термодинамичното поведение е в

съгласие със спектроскопичните данни. Това е добър знак в полза на квазичастичната

идея на Ландау-Боголюбов, приложена към високотемпературните купрати. За MgB2

взимайки c1 = 0:44, ¢ 1(0) = 7:1 meV и ¢ 2(0) = 2:8 получаваме ~Â1 ¼ 1:17 и ~Â2 ¼ 0:46.

Тогава ~Q(0) = ¢ 1(0)=~Â1 = ¢ 2(0)=~Â2 ¼ 6:08 meV = 70:6 K. За критична температура

Tc = 39 K имаме 2 ~Q(0)=Tc ¼ 3:62, което е в съгласие с БКШ отношението (А20) в

границите на 3% точност, както може да се види и в Ref. 14.

За произволни температури, използвайки тъждеството

tanh
x
2

= 1 ¡
2

ex + 1
(А22)
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Eq. (А7) дава
〈

Â2
p

∫ ωD

0

d»
√

»2 + ¢ 2
p(T)

〉

¡
1

¸ BCS
(А23)

=2

〈

Â2
p

ωD
∫

0

d»
√

»2 + ¢ 2
p(T)

[

exp
(p

ξ2+¢ 2
p(T )

T

)

+ 1
]

〉

:

Замествайки тук 1=¸ BCS от Eq. (А11) и взимайки предвид приближението ! D À

j¢ p(0)j, Eq. (А12), получаваме уравнението на Покровский

q := exp

{

¡

〈

Â2
pF (2yp)

〉

hÂ2
pi

}

; 2yp =
¼
°

Âp
Âav

q
t

=
¢ p

T
; (А24)

където

q(t) =
¢ p(T)
¢ p(0)

=
Q(T)
Q(0)

=
~Q(T)
~Q(0)

(А25)

е относителния параметър на подреждане 0 · q · 1 като функция от относителната

температура t = T=Tc. Във физични променливи уравнението на Покровский1 има вида

ln
¢ p(T)
¢ p(0)

+
〈

Â2
p F (¢ p(T)=T)

〉

p
= 0: (А26)

Функцията F (x); влизаща в дясната страна на Eq. (А23) е дефинирана с интеграл, за

който имаме една формула с интеграл и две със суми, удобни за малки и съответно за

големи стойности на аргумента40

F (x) ´
∫ ∞

−∞

du
p

u2 + x2
[

exp
(p

u2 + x2
)

+ 1
] (А27)

= 2
∫ ∞

0

du
exp(x coshu) + 1

= ln
¼
° x

+ 2¼
∞
∑

l=1

[

1
(2l ¡ 1)¼

¡
1

√

x2 + (2l ¡ 1)2¼2

]

= ¡ 2
∞
∑

n=1

(¡ 1)nK 0(nx);

където за големи стойности на аргумента имаме приблизителната формула

2K 0(x À 1) ¼

√

2¼
x

e−x
(

1 ¡
1

8x
+

9
128x2

¡
225

3972x3

)

: (А28)
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Фигура 8: Графика на функцията F (x). Приближенията на F (x) за x ¿ 1 и x À 1 се дават от

Eqs. (А29) и (А30) съответно.

От физична гледна точка, тук x = ¢ =T, u = »=T и горната граница на интегрирането

! D=T е заместена с 1 . За тази функция имаме приблизителните изрази

F (x ¿ 1) ¼ ln
¼
° x

+
7

8¼2
³ (3) x2; (А29)

F (x À 1) ¼ 2K 0(x): (А30)

° = eC ¼ 1:781072418е константата на Ойлер, а ³ е дзета функцията на Риман,

като ³ (3) ¼ 1:202056903. Графиката на функцията F (x) е показана на Фиг. 8. В

Приложение Б е даден прост C++ код за численото пресмятане на тази функция.

Използването на функцията limes() е опционално; тя увеличава точността, но

забавя изчислението. За бързо изчисление е достатъчно да вземем само няколко

члена от развитията Eq. (А27). Двуеточието (:) в Eq. (А24) представлява итеративно

присвояване, в което използваме първоначалното приближение q = 1.

БКШ уравнението за параметъра на подреждане Eq. (А24) не е характерно за

физиката на свръхпроводимостта. Наскоро Абрикосов41 получи същото уравнение за

температурната зависимост на амплитудата на спиновите вълни в купрати.

За 2D d-wave свръхпроводници уравнението на Покровский (А24) има вида

ln q = ¡

2π
∫

0

2cos2(2' ) F
(

2¼
°

p
e

cos(2' )
q
t

)

d'
2¼

: (А31)
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Фигура 9: Зависимост на квадрата на относителния параметър на подреждане Q2(T )/Q2(0) от

относителната температура t = T/Tc. За двузонен модел, параметрите c1 и δ са избрани така

че да симулират d-wave CuO2 : c1 = 1/2, δ = 2.41.

Численото решение за квадрата на относителния параметър на подреждане q2(t) е

показано на Фиг. 9. Линейната зависимост в близост до критичната температура t = 1

съответства на ГЛ приближението. На Фиг. 10 q2(t) за MgB2 (двузонен модел с c1 =

0:44, ± = 7:1=2:8) е сравнен с експерименталните данни от Ref. 31.

Нека накрая изведем факторизацията на ядрото (7) като следствие от БКШ

уравнението (6). За ! D ¿ EF , Eq. (6) добива вида

¢ q(T) =
∮

FS
Vq,p ¢ p

ωD
∫

0

tanh(Ep=2T)
Ep

d»p
dSp

(2¼¹h)DvF

= ºF

〈

Vq,p¢ p

∫ ωD

0

tanh(Ep=2T)
Ep

d»p

〉

p

: (А32)

При T = Tc [сравни с Eqs. (А8)¸(А10)] тази формула дава

¢ q(Tc) ¼ ºF ln
(

2° ! D
¼Tc

)

hVq,p¢ pi p: (А33)

Нека също така да определим размерностите на променливите. Доколкото

интегрирането
∫

¢¢¢ d3p
(2π¹h)3 има размерност 1=обем, то Vq,p, като Фурие образ на

потенциална енергия, има размерност на енергия£ обем. Например, Кулоновия
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потенциал e2=r има размерност на енергия и неговия Фурие образ

4¼e2

k2
=
∫

e2

r
e− ik·r d3r (А34)

има размерност на енергия£ обем. Същото важи и за контактното привличане в БКШ

моделния потенциал V(r) = ¡ G±(r) имащ константен Фурие образ ¡ G. Плътността на

състоянията ºF има размерност (енергия£ обем)−1, ¢ p и Ep имат размерност енергия

и скобките, означаващи усредняване по повърхността на Ферми h: : :i ; са безразмерен

оператор.

Нека с V0 означим безразмерната максимална собствена стойност на задачата

hVq,p Âpi p = V0 Âq; (А35)

и Âp е съответният собствен вектор, с нормировка hÂ2
pi = 1. Сравняването на Eq. (А35)

и Eq. (А33) дава

Tc =
2° ! D

¼
exp

(

¡
1

ºFV0

)

; (А36)

което е идентично с Eq. (А10). Така получаваме

G = V0 =
hÂqVq,pÂpi q,p

hÂ2
pi p

: (А37)

Когато ни е езвестно, че имаме добре обособена максимална собствена стойност

(предполага се, че няма израждане), могат да се приложат итерации на Крилов за

намиране на собствените стойности и собствените вектори

Â(n+1)
q / hVq,pÂ(n)

p i p; h(Â(n+1)
p )2i = 1; (А38)

започвайки с някакъв пробен вектор Â(0)
p . Тогава функцията на анизотропия на процепа

Âp е точно границата на итерациите на Крилов Â(∞)
p , а съответната максимална

собствена стойност се дава с

V0 =
hÂ(n+1)

p Â(n)
p i p

hÂ(n)
p Â(n)

p i p
; n ! 1 : (А39)

За T = 0, уравнението на процепа (А32) дава

¢ p(0) =

〈

Vq,p ln

(

2! D
~Q(0)j ~Âpj

)

¢ p

〉

p

: (А40)
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Фигура 10: Зависимост на квадрата на относителния параметър на подреждане Q2(T )/Q2(0)

от относителната температура t = T/Tc за MgB2 (плътна крива) с c1 = 0.44, δ = 7.1/2.8.

Експерименталните точки за MgB2 (окръжности) са дигитализирани от Ref. 31.

В силата на БКШ приближението на слабо свързване, в подинтегралния израз

ln
(

2! D
j¢ p(0)j

)

= ln
(

2! D
~Q(0)

)

¡ ln j ~Âpj (А41)

първият член е много по-голям от втория. За детайли виж оригиналната работа на

Покровский,1 но грубо казано ln[2! D=¢ p(0)] ¼ const À 1. В силата на последното

приближение за ¢ p(0) ние получаваме отново същата задача за собствени стойности

и в това се състои доказателството, че зависимостта на процепа от импулса

не се влияе от температурата. Така ние изведохме разделянето на променливите

¢ p(T) ¼ Q(T)Âp. Когато членът ln jÂpj в Eq. (А41) е малък, той може да бъде

третиран пертурбативно, и съгласно нормировката Eq. (А14) неговото влияние изчезва.

Свойствата на това приблизително разделяне на променливите могат да бъдат

симулирани от факторизируемо ядро

Vq,p =
∑

n

Vnª (n)
q ª (n)

p ! V0ÂqÂp; (А42)

където Vn са собствените стойности, а ª (n)
p са съответните собствени вектори на

задачата

hVq,p ª (n)
p i p = Vn ª (n)

q ; hjª (n)
p j2i = 1: (А43)
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С други думи, приближението на факторизируемо ядро, Eq. (А42) и Eq. (7), работи

добре когато влиянието на по-малките собствени стойности е слабо.

Принципно погледнато, разделянето на променливите е нискотемпературно

приближение; Tc трябва да е много по-малко от всички останали енергетични

параметри: енергия на обрязване, Дебаева честота за фононни свръхпроводници,

обменни интеграли за обменна свръхпроводимост, енергия на Ферми и ширини на

зоните. Свръхпроводимост при стайни температури обаче още не е открита, така че

ние все още имаме просто приближение, приемливо за всички свръхпроводници. За

теоретичните модели, точността на приближението на разделяне на променливите може

лесно да бъде изследвана с изучаването на ъгъла между параметъра на подреждане

при различни температури, т.е.,

arccos
h¢ ∗

p(T)¢ p(Tc)i
√

hj¢ p(T)j2ihj¢ p(Tc)j2i
¿ 1; (А44)

или

arccos
¢ ∗
p(T)¢ p(Tc)

√

j¢ p(T)j2 j¢ p(Tc)j2
¿ 1: (А45)

Този ъгъл е точно нула при Tc и изразите за скока на специфичната топлоемкост и

ГЛ коефициентите са правилни. Само за T ! 0 могат да бъдат наблюдавани малки

отклонения, но в този случай Âp може да се разглежда като пробна функция във

вариационен подход.

Направеният анализ показва, че приближението на разделяне на променливите

Eq. (5) дължимо на Покровксий1 и следващата от него факторизация на ядрото

Eq. (7) са средства за прилагане на БКШ приближението на слабо свързване към

свръхпроводници с анизотропен процеп. Факторизацията на ядрото дава просто

решение на уравнението на процепа, нетривиалният резултат е, че това разделяне на

променливите може да се изведе от БКШ уравнението на процепа. Факторизируемото

ядро е също дискутирано от Маркович и Каданов5 и използвано от Клем42 за

изследване на ефекта на анизотропия на процепа в чисти свръхпроводници и в

свръхпроводници с немагнитни примеси. Факторизируемите ядра сега се използват

в много работи по екзотични свръхпроводници. Въпреки това, в нито една от тях

не е споменато, че разделянето на променливите в параметъра на подреждане е

свойство, присъщо на БКШ теорията.1 Точността на приближението на разделяне
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на променливите е по-висока, ако останалите собствени стойности на ядрото на

сдвояване са много по-малки от максималната. Такава изглежда ситуацията за s-d

модела за слоести купрати,4 където s-d амплитудата на сдвояване Jsd е много по-

голяма от фононното привличане и останалите вътреатомни обменни интеграли. С цел

да изясним този важен подход към теорията на свръхпроводимостта, тук ние дадохме

по-скоро методично изложение на теорията на Покровский.
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Ï ðèëî æåíè å Á: C++ êî ä çà ï ðåñìÿò àí å í à ô óíêöèÿò à F (x ) , Eq. (À27)

/*
* Calculates the F(x) function. By default this function
* uses the epsilon algorithm (the limes() function), but if
* you need faster calculation with smaller accuracy, you
* can set the optimized argument to false. Uses sum for
* x < 0.32, hankel sum for x >= 0.32, the
* F(x) ~= sqrt(2PI/x).exp(-x) approximation for x > 13
* and F(x) ~= log(PI / (GAMA * x)) for x < 0.001
*/

double F(double x, bool optimized = true) {
if(x == 0) // return maximum possible double value.
{

return 1.0E308;
}

if(x < 0) // F(x) is an even function.
{

x = -x;
}

// For x < 0.001 we use the approximation
// F(x) ~= log(PI / (GAMA * x)).
if(x < 0.001)
{

return log(PI / (GAMA * x));
}

// For x > 13 we use the approximation
// F(x) ~= sqrt(2PI/x).exp(-x).
if(x > 13.0)
{

return sqrt(2.0*PI/x) * exp(-x);
}

double F_limes(double);
double F_fast(double);

return optimized ? F_limes(x) : F_fast(x);
}

/*
* Calculates the F(x) function without resorting to
* the epsilon algorithm.
*/

double F_fast(double x) {
double sum=0.0, oldSum, k=1.0, eps, PI2=PI*PI;

// For 0.001 <= x < 0.32 we use the sum
// 0.5*F(x) = 0.5 * log(PI / (GAMA * x)) +
// 1 - PI/sqrt(x^2 + PI^2) +
// 1/3 - PI/sqrt(x^2 + (3PI)^2) +
// ................................ +
// 1/(2l+1) - PI/sqrt(x^2 + ((2l+1)PI)^2) +
// ................................ +
if(x < 0.32)
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{
eps = 2.0E-8 / (x * sqrt(x));
sum = 0.5 * log(PI / (GAMA * x));
do
{

oldSum = sum;
sum += 1.0 / k - PI / (sqrt(x*x+k*k*PI2));
k += 2.0;

}
while(fabs(sum - oldSum) >= eps * fabs(sum));

return 2.0 * sum;
}

// For 0.32 <= x <= 13 we use the sum
// 0.5*F(x) = K0(x) - K0(2x) + K0(3x) - ...
// + (-1)^(n+1)*K0(nx) + ...
eps = 2.3E-6 * pow(x, 0.8) * exp(1.5 * (x - 0.3));
do
{

oldSum = sum;
sum += bessk0(k * x) - bessk0((k + 1.0) * x);
k += 2.0;

}
while(fabs(sum - oldSum) >= eps * fabs(sum));

return 2.0 * sum;
}

/*
* Calculates the F(x) function using the epsilon algorithm.
*/

double F_limes(double x) {
double err;
int iPade, kPade;
// Number of the partial sums.
int N = 11;
// Array, storing the partial sums.
double Sn[12];
// Array, storing the limes() function result.
double An[12];
double k = 1.0;
// The lower bound should start at 0!
Sn[0] = 0.0;
// For 0.001 <= x < 0.32 we use the sum
// 0.5*F(x) = 0.5 * log(PI / (GAMA * x)) +
// 1 - PI/sqrt(x^2 + PI^2) +
// 1/3 - PI/sqrt(x^2 + (3PI)^2) +
// ................................ +
// 1/(2l+1) - PI/sqrt(x^2 + ((2l+1)PI)^2) +
// ................................ +
if(x < 0.32)
{

double PI2 = PI * PI;
for(int i=1; i<=N; i++)
{

Sn[i] = Sn[i-1] +
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1.0/k-PI/(sqrt(x*x + k*k*PI2));
k += 2.0;

}

return log(PI / (GAMA * x)) +
2.0*limes(Sn, An, N, err, iPade, kPade);

}
// For 0.32 <= x <= 13 we use the sum
// 0.5*F(x) = K0(x) - K0(2x) + K0(3x) - ...
// + (-1)^(n+1)*K0(nx) + ...
for(int i=1; i<=N; i++)
{

Sn[i] = Sn[i-1] +
bessk0(k*x) - bessk0((k + 1.0)*x);

k += 2.0;
}

return 2.0*limes(Sn, An, N, err, iPade, kPade);
}

/*
* Finds the limit of a series in the case where only
* the first N+1 terms are known. Method: The subroutine
* operates by applying the epsilon-algorithm to the
* sequence of partial sums of a series supplied on input.
* For further details, please see:
* T. Mishonov and E. Penev
* Int. J. Mod. Phys. B 14, 3831 (2000).
*/

double limes(double* S, double* A, int N,
double& err, int& i_pade, int& k_pade)

{
int i, k = 1;
double rLimes = S[N], A_max = 0.0;
err = fabs(S[N] - S[N-1]);
i_pade = N;
k_pade = 0;
for(i=0; i<=N; i++)
{

A[i] = 0.0;
}

while(N - 2*k + 1 >= 0)
{

for(i=0; i<=N - 2*k + 1; i++)
{

A[i] = (S[i+1] != S[i]) ?
A[i+1] + 1.0 / (S[i+1] - S[i] : A[i+1];

}

if(N - 2*k < 0)
{

break;
}

for(i=0; i<=N - 2*k; i++)
{
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S[i] = (A[i+1] != A[i]) ?
S[i+1] + 1.0 / (A[i+1] - A[i]) : S[i+1];

if(fabs(A[i]) > A_max)
{

A_max = fabs(A[i]);
rLimes = S[i];
k_pade = k;
i_pade = i + k_pade;
err = 1.0/A_max;
if(S[i+1] == S[i])
{

return rLimes;
}

}
}

k++;
}

return rLimes;
}
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Приложение В: Оригинална версия на работата

На следващата страница е приложен оригиналният вариант на тази работа,

неотдавна изпратен за публикуване във Physical Review B. Работата може да бъде

намерена също и на cond-mat/0212491.
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